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МОДЕЛЮВАННЯ КІНЦЕВОГО ЕЛЕМЕНТА  
В ІМПЕДАНСНІЙ ТОМОГРАФІЇ 
 
Рибіна І.О., Гайдаєнко Є.В.1 
 
Електроімпедансна томографія (ЕІТ) має великі перспективи в томо-
графічних медичних дослідженнях, а також в багатьох областях сучасної 
техніки [1]. 
На відміну від відомих широко розповсюджених методів, таких як ре-
нтгенівська (РТГ КТ), емісійна (PET, SPECT), ультразвукова (УЗ), ядерно-
го магнітного резонансу (ЯМР, МРТ) томографії сигнал-носій інформації 
навіть в розтині з однорідним розподіленням електричної провідності має 
нелінійні траєкторії [2,3]. При наявності неоднорідностей провідності в 
площині розтину траєкторії сигналу-носія інформації (лінії рівного струму 
та рівної напруги) ще більше (невідомим чином) спотворюються. 
Саме тому метод зворотної проекції, який полягає в ЕІТ в вимірюван-
ні передаточного опору (напруги при відомому струмові збуджуючого 
джерела струму) і зворотному проеціюванні значення цього опору уздовж 
ліній рівної напруги (визначених для рівномірного розтину) не є з фізичної 
і математичної  точки зору коректним. Це пов’язане з (невідомим для дос-
лідника) спотворенням ліній рівної напруги в досліджуваному фантомі 
(розтині), а також з тим, що метою дослідження є встановлення розподі-
лення провідностей (опорів) окремих ділянок розтину, в той час як переда-
точний опір є складною нелінійною функцією всіх опорів (провідностей) 
цього розтину [4,5]. Внаслідок вищезгаданого математичний апарат 
розв’язання зворотної задачі імпедансної томографії є значно складнішим, 
ніж в інших видах томографії. 
В ЕІТ виділяють дві основні математичні задачі – пряму (аналіз) та 
зворотну (синтез). Розв’язання прямої задачі імпедансної томографії поля-
гає в обчисленні напруг на вимірювальних електродах по обводу томогра-
фічного розтину при відомому розподілених опорів (провідностей) ділянок 
площини усередині цього розтину. Розв’язання прямої задачі імпедансної 
томографії є основною для обчислення опорів усередині розтину. При об-
численні вірного для даного фантома розподілення опорів результат обчи-
слення та результат експериментальних вимірювань напруг на вимірюва-
льних електродах (з розумною точністю) співпадають.  
Постановка задачі 
При розв’язанні прямої задачі ЕІТ надані неперервні розподілення 
опорів (провідностей) фантома доцільно дискретизувати. При цьому пло-
щину фантома розбивають на пікселі, кожен з яких має постійну поверхне-
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ву провідність або опір (перша дискретизація), що відповідає представлен-
ню неперервного поля провідностей кінцевими елементами [6-9]. Подаль-
ше використання неперервних кінцевих елементів теж є незручним [10-12], 
внаслідок чого їх слід замінити еквівалентними електричними схемами. В 
цьому випадку електричні моделі пікселей торкаються один одного вже не 
боками, а лише вузлами в вершинах відповідних геометричних фігур (три-
кутників, квадратів і т. ін.). Такий перехід від пікселя провідності до його 
електричної моделі назвемо другою дискретизацією. 
Трикутникові моделі пікселя (рис.1а) при розбитті поля образу ство-
рюють анізотропію поля (рис. 1б,в). Так для моделі рис.1б. напрямок по 
діагоналі ліворуч матиме меншу провідність ніж по діагоналі праворуч.  
 
Теоретичні викладки 
Як видно з вищезгаданого, доцільним є вибір квадратного пікселя зо-
браження (рис. 2а.), який слід розбити на чотири прямокутні рівнобедрені 
трикутники (рис. 2б.). Розбиття на трикутники слід завжди робити, оскіль-
ки трикутники опорів (як і геометричний трикутник) є стійкою “електрич-
ною фігурою”, тобто існує взаємне однозначне перетворення трикутник 
опорів - трипроменева зірка і навпаки. 
 
 
Рис. 1. 
 
На рис. 2в. зображено прямокутний трикутниковий кінцевий елемент, 
а на рис. 2г – його еквівалентна електрична схема. 
 
 
Рис. 2. 
 
Вхідні опори для схеми рис. 2г мають значення. 
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де k  - ваговий коефіцієнт, який визначається геометричними розмірами (а, 
S) та питомою поверхневою провідністю i . Оскільки матриця G  провід-
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ностей системи рівнянь вузлових напруг для схеми рис. 2г. та зворотна до 
неї матриця R , обчислені за (1) мають вигляд  
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то, обернувши в (г) матрицю R ,  отримаємо G  у вигляді  
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Об’єднавши, згідно рис. 2б, чотири прямокутні трикутники, отримає-
мо схему рис. 3а, обернену матрицю R

 та матрицю провідностей G   
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З (4) легко знайти провідності еквівалентної схеми квадратного кінце-
вого елемента 
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Для розв’язання прямої задачі фантом томографічного розтину міс-
тить у собі М = 200-6000 таких кінцевих елементів. Порядок системи рів-
нянь вузлових напруг N, близький до цих значень, тобто N= 200-6000, хоча 
N≠M. При цьому розв’язання зворотної задачі вимагає в ітераційній проце-
дурі декілька десятків розв’язань прямої задачі [7]. 
На розв’язання зворотної задачі певною мірою впливає точність елек-
тричної моделі кінцевого елемента рис. 3, елементи якої обчислені за до-
помогою наближених формул (1) і (2) – (5).  
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Рис. 3 
Підвищення точності обчислень можна забезпечити зменшенням гео-
метричного розміру а (рис. 2а), але це призведе до катастрофічного збіль-
шення кількості М кінцевих елементів і порядку N матриці вузлових прові-
дностей всього фантома, яку для розв’язання прямої задачі слід обертати. 
Тому збільшення точності моделі рис. 3а є важливою задачею, розв’язання 
якої зробить розрахунки дійсного значення опорів більш коректними. Для 
збільшення точності пропонується використати відповідний прийом.  
Об’єднаємо зворотні матриці двох пікселів згідно з рис. 3б, використо-
вуючи метод модифікацій [5, 13-14]. Після “вирощування” нескінченних 
провідностей між вузлами 1-1|  отримаємо обернену матрицю провідностей  
1R  для схеми рис. 3б у вигляді 
                           1                   2                     1|                   2| 






















































)26(8
21643
)26(8
2922
)26(8
249
)26(8
24
)26(8
2922
)26(8
21236
)26(8
24
)26(8
2
)26(8
249
)26(8
24
)26(8
21643
)26(8
2922
)26(8
24
)26(8
2
)26(8
2922
)26(8
21236
2
1
2
1
|
|
1 kR
            
Рядок і стовпець з номером 3 та 3| як і з номерами внутрішніх вузлів 
(таких , що не будуть з’єднуватись з іншими кінцевими елементами) з мат-
риці 1R  викреслені. 
Після “вирощування” нескінченних провідностей між вузлами 1|  - 1||  
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та 1  - 1||| і викреслення рядків та стовпців з цими номерами отримуємо зво-
ротну матрицю 2R  для рис. 3г, яка є моделлю кінцевого елемента, в якому 
лінійні розміри (при k = const) зменшені вдвічі. Кількість М кінцевих еле-
ментів фантома також залишається незмінною. 
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де (6 2 )(9 3 2 )(395 216 2 )b     ; 1 2 54 6 8 8 1 4 9 6 5 7 2b   ;  
2 54033 37506 2b   ; 3 4147 2785 2b   . 
В зворотній матриці 2R  відповідно до алгоритму [15] перенесемо зага-
льний вузол у вузол 2| , позначимо колишній загальний вузол номером 4 і 
викреслимо з отриманої зворотної матриці рядок і стовпець з номером 4, 
оскільки вузол 4 для кінцевого елемента рис. 3г,д є внутрішнім. 
Результуюча матриця R для схеми рис. 3д має вигляд 
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Результат в матриці R наведено в радикалах для простоти перевір-
ки. У подальшому їх можна перевести в числа. Зворотна матриця 
1
G R

  дасть значення елементів матриці провідностей системи рів-
нянь вузлових напруг для схеми рис. 3д, з якої легко знайти значення про-
відності g1Σ , g2Σ. 
Запропонований прийом переходу до схеми рис. 3в з новими значен-
нями елементів зворотної матриці, можна повторити для одержання схеми, 
аналогічної до схеми рис. 3д, що кожного разу зменшить лінійні розміри 
базового пікселя вдвічі, в той час як кількість рівнянь N і кінцевих елемен-
тів М залишиться незмінною. Повторення запропонованої процедури декі-
лька разів призведе до асимптотичного наближення моделі до такої, що ві-
дповідає неперервному кінцевому елементу. 
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